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Løsningsforslag R2 V2011 
Del 1 

Oppgave 1 

a) Deriver funksjonene 

 1)  ( ) = 2 sin(2 )f x x  

  Kjerneregel for derivasjon gir: 

  ( ) ( ) ( ) ( )= ⋅ = ⋅ =' ' ' 2cos 2 2 4 cos(2 )f x g u xxu x  

 2) ( ) 2 cos(2 )g x x x= ⋅  

  Produktregel for derivasjon gir: 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )' ' ' 2 2sin 2x 2 2 2 2 2 2 sin(2 )g x uv u v x xcos x xcos x x x= + = − ⋅ +⋅ = −  

  ( ) ( )' 2 cos 2 2 sin 2g x x x x x= ⋅ − ⋅  

 3) ( ) 21 4
2

h x x x= ⋅ −  

( )' '1 1 , 
2 2

h x u
u

= ⋅
√

 der 2 4u x x= −  

( )'

2 2

1 1 2 42 4
2 2 4 4 4

xh x x
x x x x

−= ⋅ − =
− −

 

b) Bestem integrala 

 1) xx e dx⋅∫  

  Delvis integrasjon gir: 

  ' ' xx e dx u v uv uv dx⋅ = = −∫ ∫ ∫  , der ' '        1x xu e u e v x v= = = =  

  ( ) 1x x x x xxe e dx xe e C x e C= − = − + = − +∫  

 

 2) 2

5 3
9

x dx
x

+
−∫  
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1 4 11 4 16 4 4 4
3

t
t t t− −+ + + + + = +

 
Vi skriver om venstresiden:

 4 1 4 14 4
3 3

t t
t t− −

⇒ + = +
 

Vi slår sammen brøkene på begge sider: 
1 14 1 4 1
3 3

t t+ +− −
⇒ =  

Via induksjonshypotesen viser dette at formelen stemmer også for 1n t= + . 
Q.E.D 

Oppgave 2 

a) Finn den generelle løsningen til differensiallikningen 

 ' 2 5y y− =  

 der y er en funksjon av x 

 Vi ganger med integrerende faktor: 2xe−  

 2 ' 2 22 5x x xe y e e− − −− =  

 Vi bruker produktregelen for derivasjon baklengs: 

 ( )'2 25x xe y e− −=  

 Vi integrerer så høyresiden: 

 2 2 2 21 55 5
2 2

x x x xe y e dx e C e C− − − −= = ⋅ + = +
− −∫  

 Til slutt ganger vi med 2 xe  på begge sider, slik at vi står igjen med y: 

 2 2 2 25
2

x x x xe y e e C e− −⎛ ⎞⋅ = +⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

 25
2

xy Ce= +
−

 

b) 

 1) Bestem konstanten i den generelle løsningen når du får vite at ( )0 2y =  

  Vi setter inn 0x =  i likningen vår: 
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  05 52
2 2

Ce C= + = +
− −

 

  
5 92   
2 2

C− = − = −
−

 

  
9
2

C =  

 2) Bestem x når 
49
2

y =   (du kan få bruk for at ln 6 1,8≅ ) 

  Vi har allerede regnet ut konstanten C, slik at vi nå kun står igjen med én ukjent: 

  249 5 9
2 2 2

xe= +
−

 

  29 5 49 54
2 2 2

xe += =  

  2 54 2 108 6
2 9 18

xe = ⋅ = =  

  2 ln ln 6x e⋅ =  

  
ln 62
ln

x
e

=  

  
1,8 0,9
2

x = =  

c) Grafen til y har en tangent i punktet (0, 2)  
Finn likningen til denne tangenten. 

 Vi tenker oss at vi vil bruke «ettpunktformelen» for en rett linje: 

 ( )0 0y y a x x− = −  

a er gitt ved ( )' 0 .y  For å finne denne verdien, snur vi på uttrykket vårt i oppgave a) og setter 

x = 0: 

' 5 2y y= + ( )' 05 90 5 2 (0)  5 2 5 5 9 9
2 2

y y e⎛ ⎞⇒ = + ⋅ = + + = − + =⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

 Vi får dermed at likningen for tangenten er: 

 ( )2 '(0) 0 9 2y f x y x− = − ⇒ = +  
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 Siden alle sidene blir halvert hver gang, vil arealet minke med 
1
4

. 

 Dersom vi drar en strek fra A1 og ned til AB, vil vi ende opp med et rektangel og en 

trekant. Vi ser at arealet av rektangelet er 1
1
2

AB BB⋅ . Trekantens areal vil være 

halvparten av rektangelet, slik at vi kan forme følgende formel for arealet: 

 1
1 3       
2 2

A areal av rektangel areal av rektangel areal av rektangel= + =  

  ( )1
3 1 3      4 8 48
2 2 2

AB BB⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  Siden arealet av det andre trapeset vil være 
1
4

 mindre, får vi: 

  
1

1
1
4

n

nA A
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅=  

  

2) Forklar av dette er en geometrisk rekke, og at rekken konvergerer. 

Siden forholdet mellom hvert areal er 
1
4

, og at hver sum er gitt ved formelen ovenfor, 

kan vi konkluderer med at det er en geometrisk rekke. 

En geometrisk rekke vil konvergere når 2 1k < . Siden k er en fjerdedel, kan vi da si at 
rekka vil konvergere.  

b) Finn summen til den uendelige rekken, både ved å bruke formelen for sum av en rekke og ved 
å bruke et geometrisk resonnement. 

 1 48
11 1 ( )
4

n
AS

k
= =

− −
 = 64 

 Vi vet at arealet av hele trekanten er lik 
8 16 64

2 2
gh ⋅= = . Siden trekanten kan deles inn i 

uendelige trapes, vil rekken konvergere og nærme seg 64 når n → ∞ . 

 

Oppgave 5 

En rett linje l er gitt ved parameterframstillingen 
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5 2
: 3

4 2

x t
l y t

z t

= −⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

 

a) Linjen l skjærer xy-planet i punktet A og xz-planet i B. 

 Regn ut avstanden mellom A og B. 

  

 I xy-planet er tredjekoordinaten null: 

 0 4 2t= +  

 2t =−  

 Punktet A er derfor definert som: 

 ( )( )5 2 2 , 3 2, 0 (9,1 , 0)A = − ⋅ − − =  

  

 I xz-planet er andrekoordinaten null: 

 0 3 t= +  

 3t = −  

 Punktet B er derfor definert som: 

 ( ) ( )( )5 2 3 , 0, 4 2 3 (11, 0, 2)B = − ⋅ − + ⋅ − = −  

 Avstanden mellom to punkt er gitt ved lengden av vektoren mellom dem: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 2 2 x x 11 9 0 1 2 0AB y y z z= − + − + − = − + − + − −  

             9 3= =  

 

En annen rett linje m er gitt ved parameterfremstillingen 

 : 1
1

x s
m y s

z s

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ = +⎩

 

b) Vis at linjene l og m ikke er parallelle 

For at linjene skal være parallelle, må det finnes et tall k slik at retningsvektorene til linjene 
kan bli like: 
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3 122
4

x n⎛ ⎞= − + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

π π
π

 

24 9x n= −  

 Når [ ]0, 24x∈ får vi, er den eneste løsningen for n = 1: 

 24 1 9 15x = ⋅ − =  

Toppunkt: ( )( ) ( )15, 15 15, 5 2f = ⋅  

Bunnpunkt når ( )sin 1x = − :  1 1sin 1 sin 1
2

− − = − = − π
 

5 52   2
12 4 2 12 4 2

x n x n+ = − + ∨ + = + +π π π π π ππ π π  

5 12 3 5 122  2
2 4 2 4

x n x n⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + ⋅ ∨ = − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π π π ππ π
π π

 

24 21 3 24x n x n= − ∨ = +  

For n = 1 og n = 0 får vi: 

24 21 3 3x x= − = ∨ =  

Bunnpunkt: ( )( ) ( )3, 3 3, 5 2f = −  

 

Lufttemperaturen g (målt i grader Celsius) gjennom et sommerdøgn er gitt ved: 

 ( ) ( )22 5sin 5cos 22
12 12
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
g x x x f x  

Der x er antall timer etter midnatt. 

c) Bestem høyeste og laveste temperatur dette døgnet. På hvilke tidspunkter inntreffer disse 
verdiene. 

 Vi ser sammenhengen mellom g og f, og kan derfor trekke følgende konklusjon: 

 Funksjonen g vil ha de samme topp- og bunnpunktene, bare y-verdiene vil være 22 mer. 

 Toppunkt: ( )( ) ( )15, 22 15 15, 22 5 2+ = +f  

Bunnpunkt: ( )( ) ( )3, 22 3 3, 22 5 2+ = −f  
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  ( ) 2 5 10 10x x xf x dx x e x e e C− − −= − − ⋅ −⋅ +∫  

  Vi deriverer høyreside for å se om vi får ( )f x  som svar: 

  ( )( ) ( )( )25 10 10 10 10x x x x xx e x e x e e e− − − − −− − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ +⋅  

  25 10 10 10 10x x x x xx e x e x e e e− − − − −⇒ − ⋅ +⋅ ⋅ − +  

  25 xx e−⇒ ⋅  

d) Du får vite at ( )lim 0n a

a
a e−

→∞
⋅ =  for Rn∈  

 Bruk dette til å bestemme 

  ( )
0

lim  
a

a
f x dx

→∞ ∫  

 ( ) ( )( )lim 0
a

F a F
→∞

−  

 ( ) ( )2 0 0 05 10 10 5 0 10 0 10a a aa e a e e e e e− − − − − −⇒ − − ⋅ − − − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −⋅  

Vi bruker informasjonen vi har fått, om at grensen av uttrykket n aa e−⋅  vil gå mot null når a går mot 
uendelig: 

 ⇒ ( ) ( )0 0 0 0 0 10 10− − − − − =  


